
10.1 SEARCHING

������ �������	 ������ �� ��	�
� ��������� �� ��������


��
�
 ����������� �����


��
�� ���������� �����


��
�	 ����������� ���


��
��  �������!��" #�������


��
�$ ��� �� � #��% ������&'�


��
�� (�� )��� #�������


��
�� *���+������� *��������

,�%������

INTRODUCTION

* ������ �% � ���� �� � ���������� �+�������� �% ��� ��� !������ ��� ������ -�
�'�� '� �� .����� ����/0 ����0 �� ��� ���� 1� � ����� �'�2� �% ������3 �!� ��� �����
4!�� 5��� ���� ���������0 � �'�������" ���� �'�2� �% %'��������� ���� ��������
��� 2� ������ ��� ������6���

���� ������� �+������ ��� �5� ���� �������� ����� �������� ������������ ������
��!�� �� �Æ����� 5�" �� ����'�� ���������� ���������� ������ �� '��%'� %� ����7���
���" 2���� ��������!��" ��������0 %� ����7��� �������"0 ��� ���� %� ���� 8�5 ����"���
%� ��������� * �������� �% �� ����� ���� ������� �% 2��� ����� ������� ��� 2� %�'��
�� ������ ��" ��������� ��+� 1���� ����� ���� �� 9��:�0  ;,��
0 )�����0 <�,:�0
����0 =�::>3�

*�� ��� ��������� �% ���� ������� 1�+���� %� �
��
��3 '� �� ����� ���� � !�" �����
�� ��� ����� �� ��7�� ����� ���� ?'�� �� ��� ��� ����0 ��� ��������� �� ����������" ��
�Æ����� �� �����2�� 1���" �� .��"����������" �������/3�

��������� ���'���'� ���� ������0 ��� �'�2� �% !������ ��� ����� �% � ���� � @
1���3 �� ������� � ��� �0 �������!��"� ���� 2�'��� %� ��������� �� ��!�� '����
��"������� ��������0 ����0 �1�3 ������� � &'�����" ����0 %� �'Æ������" ���� !��'�� �%
�0 �� �� ���� ��0 %� ���� �������� � ���� �� ����������� �% ��

����������� -� ��� ���������0 5� ���'�� ���� ��� ���� � �� ��!�� �� �� ��?�����"
���� ������������� -% � �� '��������0 ���� ����� ���� ���� !���+ ��� � ���� �% ��� ���
�����2��� ��� ���� ��� 2� ��&'�������" ��������� � ���7��� -% � �� �������0 ���� ����
!���+ ��� � ���� �% ��� ��� �'�������2���

10.1.1 Breadth-First Search

��� �������	
��� ������ ������ 1�22� ���3 6��� ������� ����� %�� � ��!��
!���+ �% � ���� �� ���� !������� -� �������A�� �� ��?7���B� ��������0 5���� ����5�
�'������ 1���������!�3 ������������� ���'���'� ���� �������0 ��� ��!�� ���� � ���
2� ������� � '���������
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DEFINITIONS

��C * ����� ������ �� � ���� �����6�� ��� �'������ ������ �% ���� ����� 4���
���� �� ���'��� �� ��!� ������ ���0 '����� ���� �� �� �+�������" ������� ������ %'�������

��C ��� ������� %�� !���+ � �� !���+ 	 �� � ����0 ������� 
1�� 	30 �� ��� ������
�% � ������� ���� %�� � �� 	�

��C ��� �������� �% � ���� �� ��� ��+��'� !��'� �% 
1�� 	3 %� � �@ 	�

��C * ��������	���� ���� � %�� � !���+ � �� � ���0 ����� �� �0 ���� ��������
��� ��� !������ ���� �� �����2�� %�� �� ��� ���� �� � %�� � �� ��" !���+  �� �
������� ���� �� �0 ����0 �� ��� ������ 
1�� 3�

EXAMPLES

��C ���'� 
��
�
 ��!�� � ������� ���� ��� %�� !���+ ��
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Figure 10.1.1 ���	
���� �
��� ��� ���
�� ��� 
���

��C ��� ������
���� ������� 9(���0 D���> ���'� 5��� �����!��" ����� �����
��!� ��5 �������� ��'���� ��!� ���5� ���� ��� ����� �% ��!�� �����0 ��'�� �������
����� �� ��� ��������� 5��0 ��� ��� ������� ��5� ��� �% ��� 5����� E����� ������
��� �+��2�� ��� ������5��� ����������� ��� 5����5��� 5�2 �� 2����!�� �� ��!� ����
��'��'� ����

��C �� ��!��� �������0 �������������� ��!� ����'��� ���� ��� �� !�	�� �� ����
�������� %�� ��� ����6� ������������� #�'� 4�F��0 �� ��� ���� 5��� �� ���� ?����
�5� �������������� 5�� ��!� ���'����� � �����

��C ��� ������ �% ��� " ������� �� #��� ���� ���� �� ���� ��� ���� 5����
!������ �� ��!�� ����� ��� 5���� ����� ?��� �5� ����� �������� �� ��� ���� ��!��
��� ������� �� ���� ��

��C -� ����'�� ��� ����'��������� ���5�7�0 � ������� �� �"������" 2������� %��
��� ���� � �� ��� ����� 2" ������� �� ��5� � ������� ���� ��� %�� ��

��C �� ���!� � �'AA�� ��7� ��� ;��"�B� .
$ �'AA��/0 5� ��� ������� ���� ��������
2" � !���+� * ������� ���� 1�� �3 �+���� �% 5� ��� ������" ��!� %�� � �� �� =� ���7 �
������� ���� %�� ��� ������� �������� �� � 5������ ���������
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Ordered Trees

DEFINITIONS

��C -� � ����� ���0 � !���+  �� �� ������� �% � !���+ �0 ��� � �� � ��������
�% 0 �% ���� �� � ���� %��  �� � 5���� ����� ��� �� %�� ����� �� ������ �" ���!������
 �� �� ������� ��� ���������� �% �����% 1����0 �� ��� ��� �% ���'� 
��
�
 !���+ � ���
	 �����������3�

��C G���+  �� � ������ ������� ���������� �% !���+ � �% �� �� �� �������
1����������3 ���  �@ ��

��C *� ������� ���� �� � ����� ��� �� 5���� ��� ������� �% ���� !���+ �� ������"
������ -� � ����� ��5��� �% �'�� � ���0 ��%��������� ��� ��!�� ��� ��� �% ���
�������� 1��� ��%����� ����� �� 6���3

��C G���+  �� �� ��� ���� �� !���+ � �% ���� !���+ ��� ������� � ��� 
0 5��� � ��
��� ��%� �% 
0 � �� ������� �%  ��� 
 �� ������� �% ��

��C -� � ���� �0 � �������	
��� ���� � %�� � !���+ � �������� ��� !������ ����
�� �����2�� %�� �� -� �� �� ����� ���0 ����� �� �� -%  �� � !���+ �� ����� Æ ��
��� ��� � 0 ���� ��� ������� �%  �� � �� ��� !������ �% � ���� �� ��?����� �� � ��
0 2'� ��� ��?����� 1�� �3 �� ��" !���+ �� � �� ����� ���� ���� Æ0 � �� ��" !���+ ��
����� Æ �� � ���� �� �� ��� ��%� �% �

FACTS

��C *�" 2������6�� ��� �� � ������������ ����

��C * ���� ��!�� 2%� �������� �� ��!�� 2���5 �� *������� 
��
�
� -� �����'��� �
2������6�� ���� -� ����� %�� �0 6��� ��� !������ �� �������� 
 %�� �0 ���� ���
!������ �� �������� �0 ����

Algorithm 10.1.1: �
������
� ���
��

$�!�C ������� � '�������� ���� � @ 1���30 !���+ �
%!��!�C 2������6�� ��� � %�� �

�� @ ���� !������ �� �������� � %�� ��

�� @ ���
��7� � ��� ��� �% �
� @ �
��	 � �� �@ �H �� �� �����'�� ���� ��

���� @ �H

!�
 ���� !���+ 	 � �� ��
�� .����/ 	 ��

!�
 ���� ���� 1	� �3 ��
	! � ��

�
� �� ���

��7� � ��� ��+� ����� �% 	 �� �
��� � �� ����

� @ �I 
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��C ��� �������!�� �������� ��� 2� ����������� �� '� �� ����� ���� �1�I�3� ���
���� ���� ��'��'� �� � &'�'� �% !������ ���� ��!� 2��� ����� �� � 0 2'� 5���� �������
�� � ��!� ��� 2��� ����'����

��C -� ������ 5� !��%" ���� �� �������� ��7�� ���� �1� I �3 2" ����7��� ���� ��
������ �������� ���� 1����0 �1
3 ����3 �� ���� !���+ ��� ���� �% ��

��C J�� �!�" ������� ���� ��� �� � 2������6�� ��� 1����0 ��� ��� �% ���'� 
��
�
3�
���� ���� ��� ��'�� ��" ��2���� �� �������������

��C ��� ������� ��� 2� %�'�� 2" ����� � 2������6�� ����� %�� ���� !���+�

��C ��?7���B� �������� ����'��� � ������� ���� ��� %�� � �� � ���� 5��� �
���������!� ������ %'������� -� �������A�� 2������6�� ������ ;�7� 2%� �� 6��� ��� ���
�� �% ��� !������ �� �������� 
 %�� �0 %� ��������� !��'�� �% 
� *� ��������� ����
��'��'� ���������� ��� �������� �� ���� �1� I � ����3 9�����0  ;,��
>�

10.1.2 Depth-First Search

�����	
��� ������ 1�22� ���3 5�� ��!��������� �� ��� 
:�� ����'" �� � ������"
%� �+������ � ��A� 9;'��0 ��:$>� ��� %'��������� �������� �% ��� ������6��
����� ��� 5�� �����!��� 2" <����%� ��� ��?�� 9<����	�0 ����>� ��?�� ����
��!������ ���" ���� ������� ��� �Æ����� �%� ��������� 1��� �
��
��3� ��� ���� �%
������6�� ����� �� �� ���� ��������" �� ���� �������� �� ��� ���� ������" �����!���
!���+ ���� ����� ��� '�������� ������

DEFINITIONS

��"C �5� !������ �� � ��� �� ������� �% ��� �� �� ������� �% ��� �����

���C -� �� '�������� ���� � @ 1���30 � �����	
��� ���� 1�22� ��� ����3 %��
� !���+ � �� � ��� �'2���� � 0 ����� �� �0 ���� �������� ��� ��� !������ �% � ���� ��
�����2�� %�� ��

� 4���� �% �1� 3 ��� �1�3 � �1� 3 �� ������ ���� ����� ��� ����� �����0
�������!��"�

� 4��� ������ ���� �� ���� ������ � ���� �����

��� �'���� �����" �� ���� ��� �5� ��������� �% ���� 2��7 ���� �� �������

���C -� �� '�������� ���� �0 � �����	
��� ����� ������ �� � ���������� �%
������6�� ����0 ��� %� ���� ��������� ��������� �% �� 4��� !���+ �% � 2������ ��
�+����" ��� ��� �% ��� %�����

���C ;�� � @ 1���3 2� � ������� ���� 5��� �!�" !���+ �� �����2�� %�� �
���������� !���+ �� * �����	
��� ���� %�� � �� �� ����� ��� �� �0 ����� �� �
���� �������� ��� !������ � � 4��� ���� �% � �� ������ � ���� ����� 4��� ����� ����
1� �3 � � � � ��� 2� ������6�� ���� ��� �% ���� �"���C

� * ���� ���� ��� � �� ������� �% �

� * ������� ���� ��� � � ���������� �% �

� * ����� ���� ?���� �5� '������� !�������

��� �'���� �����" �� ���� ���� ���� ���� 1� �3 ���  �� ��� ���� �% ��
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���C ;�� � 2� � ������� ����0 �� 5���� 5� �� ����� ���'�� ���� ���� !���+ ���
���� ��� ������ * �����	
��� ������ �� �� ����� ���������� �% ���� �� � �� ����
���� !���+ �% � 2������ �� �+����" ��� ���� ��� ����� �% � �� ������6�� ���� ��� �
�"��� �% ����� �� ��6������ 
	 5��� ��� ���������� �����2����"C

� * ����� ���� ��� ?��� � !������ �� ��K���� ���� �� ���� �� �� ���� %�� ���� ��
��%� 1����0 %�� � ����� �'�2��� ��� �� � ��5� �'�2��� ���3�

EXAMPLES

��C ���'� 
��
�� ���'������ � ������6�� ����� �% �� '�������� ����� -� ��5����
�% ������6�� �������� ����0 ��� ����� �� ����� ��� ������ ����� �� ������� ����
��� 2� ���" ������6�� ���� 5��� ��� ���� ���� �� �������� ��� ��� ���� 1$� �3 ��'��
2� ������� 2" 1$� �3�
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Figure 10.1.2 ���	
���� �
��� ��� ������
� �����	�� 
���

��C ���'� 
��
�	 ���'������ � ������6�� ����� �% � ������� ����� ���� �� 
 %�5��
����0 � 2��7 ����� ��� � ���� ������
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Figure 10.1.3 �	
���� �
��� ��� ������
� �����	�� 
���

FACTS

��C *�" !���+ � �% �� '�������� ���� ��� � ������6�� ��� %�� �� *�" !���+ � �%
� ������� ���� ��� � ������6�� ��� �% ��� �'2���� ���'��� 2" ��� !������ �����2��
%�� �� * ���� ��!�� �������� �� 6�� �'�� � ��� �� ��� %����5����
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Algorithm 10.1.2: ������	
� ���
��

$�!�C ������� � '�������� ���� � @ 1���30 !���+ �
%!��!�C ������6�� ��� � %�� �

��7� � ��� ��� �% �
���1�3

�
����#
� ���1	3
�� !���+ 	 �� ���������� �� ���� ����� ��
!�
 ���� ���� 1	� �3 ��

�� ���� 1	� �3 �� ����� ����� 	� �� ���� ����� ��
	! � ��� ��� 2��� �����!��� ���

��7� � ��� ��+� ����� �% 	
���1�3

�� !���+ 	 �� 
����� �� ���� ����� ��

��C ��� �����'� ��� �� ��'��!�0 ����0 �� ����� �����%� ��� �!����� %� � ��'��!�
���� �� �1
3� *������� 
��
�� '��� ����� ����0 �1�I�3�

��"C -% �������� ���� 1	� �3 %�� ��� !���+ 	 ��'��� �� ��� �����!�" �% ��� !���+
�0 ���� 1	� �3 �� � ��� �����

���C �'����� ���� ��� ���� � �� '��������� �� ��� ��� � ���'��� 2" *�������

��
�� �� 2� � !���� ������6�� ���0 ��" ���� 1	� �3 � ��� �'�� ��!� 	 ��� � ������
!������� =�" ���� � ��!� ���� �����"L �" �"����" �'����� 	 ���� �����!���
2�%�� �� ���� � 5��� ����� 2� ���� � ����� �% 	 1��7� ���� 1	� $3 �� ���'� 
��
��3 �
� �������� ���������� �% 	 1��7� ���� 1	� �3 �� ���'� 
��
��3�

���C �'����� ���� ��� ���� � �� �������� �� � �� 2� � !���� ������6�� ���0 ��"
���� 1	� �3 �'�� 2� ��� �% ��� � �����2�� �"���� =�" ���� � ��!� ���� �����"L ����
�'����� 	 ���� �����!��� 2�%�� �� -� ���� ���� � 5��� 2� � ���������� �% 	 ��� 1	� �3
5��� 2� � ��� � %�5�� ���� 1�� �� ���� 

3� J�+� �'����� 	 �� �����!��� �%�� ��
���� ����� 	 �������� %�� � � 	 �� �� ��� ���� �% �� -� ��� %��� ���� 1	� �3 �� �
2��7 ���� ��� �� ��� ����� ���� 1	� �3 �� � ���� �����

���C *������� 
��
�� ��� 2� �+������ �� � �����'� ���� �����'��� � ������6��
%���� � C ��� �����'� ����� 5��� � @ 	� -� ��������" ������� � !���+ � �� � 0 '���
���1�3 �� ��5 � ������6�� ��� � %�� �0 ��� ���� � �� � �

���C *������� 
��
�� '��� ����� ����� 1�� ������� ����� � ����� �� ���� �� ����
� !���+ � ���� ����� �� ���" 
 ��� �% � � ���� �� 2���'�� ���� �����!���0 !���+ �
������ .�����!���/ ���'���'� ��� 5���� �����'��3

REMARKS

$�C =� ��� ���� 5����� �� '�������� ���� �� ��������� �� ����� ����0 2" '���� �
������6�� ������ ��� ���� �% � ������6�� ����� �������� %���� ��!� ��� ���������
�����������

$�C =� ��� ���� 5����� ��� !������ �% � ������� ���� �� �����2�� %�� � !���+
� �� ����� ����0 2" � ������6�� ������
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Discovery Order

DEFINITIONS

���C ��������� ����� �� � �'�2���� �% ��� !������ %�� 
 �� � �� ��� ��� ���"
�� �����!���� ���� �� ���� ������ ��� �������� �% ��� �%� ����

���C -� 
��� ���� ����� ��� !������ �� �'�2��� %�� 
 �� � 2" ��������� 6����
����� ���� �� ��� ��������� �% ��� �%� ����

FACTS

���C (��� ��������� 2���� �� ��� ������6�� ����� ��� '�� �����!�" ���� �����
��������� ������%" ���� !���+ 	 5��� ��� �����!�" �'�2�0 ���� ������ 	� ���� �� ��5
��� !������ �� ����� �� ���'� 
��
�	�

���C -� �����!�" ���0 ��� ����������� �% � !���+ 	 �� �'�2��� ������'��!��"0
5��� 	 6��0 %����5�� 2" ��� ��� ���� ������������ ���� ��!�� � &'��7 5�" �� ���� �% �
��!�� !���+ � �������� %�� ������ ��!�� !���+ 	C ;�� 	 ��!� 
 ������������ � �� �
���������� �% 	 �+����" 5��� 	 
 � � 	 I 
� ���� ������ ��� 2� ����������� �� '�
�� �1
3 1����0 ��������3 �����

REMARKS

$�C ��� ��5� �% ������6�� ����� ����� %�� ��� ������6������ �% ��� ���� ��'��'�
� ��� �2����� �% ���� ����� �� '�������� �����0 ��� ��� �2����� �% ��%��������� �����
�� ������� ������ ������6�� ����� ��������� 5�7 2" ���������� ��%������� '�
� ��5� ��� �%� ���1�3�

$�C (��" ������ �������� �% ����� ��� 2� ����"A�� 5����'� '���� ��� %'�� ��5�
�% ������6�� ������ ��� �������� ��5�"� 5�7� 5��� � ���� �� ��� �%� ���0 ����
���� 5��� ��� ����� �%� ���� ��� �������� ��������� ��%������� ����� ��� �����

$�C *� � ������ �+����� �% ,���7 � 5� ��!� � �����'� ���� ���5� �� '��������
���� 5��� �����'� ����� Æ ��� � ���� �% ������ � ÆC �+��'�� ���1�3 1%� ��" �30
�������� �� ��� 6�� !���+ � ���� 2������ 6������� ��� ������ �% ��� � �����'����
2" ���� �����'� �� � ���� %�� � �� � �% ������ � Æ� ��� ����� �� ���� ��� �% �B�
�����2�� �'�� 2� �� ��� ���� %� � �� 2� 6�������

$�C �������� 
��
�	�$ ���� 5��� ������ ���� �������� ���� ��� 2� ������� 2"
��� ���� !��5 �% ������6�� ������ �
��
�� ��!�� ����� �������� 5���� ���������
�&'�� ��� %'�� ��5� �% ��� ������6�� ����� ���� �
��
�� ����� 5��� 2��� !��5� �%
������6�� ������

10.1.3 Topological Order

����������� ��� �� ��� %'��������� �����" �% ������� ��"���� ������ -� ����
?'������ 5��� �"����� ���������0 ����������� ��� ����� �� �Æ����� ��������� %�
���" %'��������� �������� �% ������� ��"���� ����� � �!�� �������� ���� �� J#�
�������� �� ������ ������
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DEFINITIONS

���C * ��� �� � ������� ��"���� ����0 ����0 �� ��� �� �"�����

���C * ������ 1���3 �% � ��� �� � !���+ 5��� ������� 1�'������3 ��

���C * ����������� ������� ������������ ������ ����������� ����� �% � ���
����� ���� ������� �� ������ �� ���� !���+ �� ���� ���� ���� �� ������� %�� ��5�
�'�2� �� ����� �'�2��

EXAMPLES

��C ��� ��� �% ���'� 
��
�� ��� ��'�� � ��� ���7 � � *����2���� ��� �� � !����
����������� ������� -� ������ � ��� ��� ���" ����������� �'�2������ -� ���� 6�'�

� �� �����2���

b

c d e

f

a

Figure 10.1.4 ��� ��� ��� ��	�� �
��
�

��"C * ��� ��� ��5�"� 2� ��5� �� ���� ��� ����� �� ������� ��5�5���0 �� �� ���'�

��
��� ����������� �'�2�� �'��� ��� !������ ��������� �% ��� !������� ���� ��������
�� '��%'� �� ��������� %� ��5��� ����� 1��� ������� 
��	3�

���C #��&'����� ����� �� � '��!����" ��������� �� ����C �% ��'�� M �� � ���&�
'����� �� ��'�� N0 ���� �� ��5 �� ��5� %�� M �� N� ���� ������ 2� � �"���0 ���� ��
��� ��'�� ���'���O ��� ��'�� �'�2���� �� � ����������� �'�2����C � ���&'�����
�� � ��'�� ��5�"� ��� � ��5� �'�2��

���C * ���2��������� ���'�� �� � ���������� �% ����� ����� ��� �������������� 5���0
5��� �� %���2��7� ��� ���%���2��7 �����" ��7�� �� � ����

���C * ���� �% ����� ������������ �� � ��� 1���'���� �� ��'���� �� ����5��3�
�� �������� ��� ������������ �����6�� 2" � ������	� �� � ���� ��� ���� '�����" ��5�"�
���'�� ���� � 6��B� ��������� �� �� ���� ���� ��� ��������� �% ��" ��������� 6���
��'� ��� ���������� %�� � ����������� �'�2�����

���C ��� %��'��� �� � ���������� ������ �� ��� ������0 ��� ���� ����������
������� �� � ���� =��� ��� !��'� �% � ���� �� �������0 ��� !��'�� �% ��������� ����� ��
�����'����� �� ����������� ����

���C -� ������"0 � ���� 
�	 �� � ���� 5���� !������ �� ��� ������� �% �� ����"�����
*� ��5 �� ��5� %�� ��� ������� �� ��� ��� ���� ������� �� ��"� '���� ���� �����
�� �������" ���'��� �� 2� � ���0 �� �������5 �"���� �� ��� %��� ������
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FACTS

���C 4!�" ��� ��� ��� � ��� ��'��� ��� ��� � ��� ���7�� ���� ��� 2� ���� 2"
�+������� � ���� �% ��+���� ������� ��� 6�� 1����3 !���+ �'�� 2� � ��'�� 1���730
����� ����5��� ��� ���� ��'�� 2� �+������ �� ��� 2�������� 1���3�

���C * ���� 5��� � ����������� �'�2���� �� � ���� �� ��� ���� �2��!� ���� �����
������� �'�2�� ������� ����� � ����0 �� � ���� ������ ��'� �� ��� ������� !���+�
��'� �� �"��� �+�����

���C *�" ��� ��� � ����������� �'�2����� �� �����'�� �'�� � �'�2���� 5���
��5��� �'�2� 
0 ������ ��� ��5��� �'�2� �� � ��'�� �� ���� ������ ��'��!��" ��
��� ��� �� �0 '���� ��5��� �'�2� ��

��"C ��� ��� �������" �����'�� � ����������� �'�2���� 2" ��������" �'�2���� �
���7 � 5��� ��� ������� �'�2�0 ��� ��������� ��'��!��" �� ��� �� ��

���C ��� ������" �% ���� �� ��� 2� ����������� �Æ������" 2" ������6�� ������ ���
����� �� ���� �� 5� ��5 � ������6�� ���� �� � ���0 ��� 6�� !���+ �� 2����� 6������
�� � ���7� (�� �'�������"0 5� ��� ��5 � ������6�� ���� '���� � ���7 �� ������� ����
��!�� ��� %����5��� �������!�� ���������

Algorithm 10.1.3: %��� ��	�� &#'(�
	�� )*	�� +�,� -

$�!�C ��� � @ 1���3
%!��!�C ����������� �'�2���� �% �C !���+ 	 ��� �'�2� �9	>

����� '���� � ��� �� !������C
��5 � �%� ���� � '���� � ���7 � �� ������
��� �9�> @ �0 ������� � 2" 
 ��� ������ � %�� � P �

�� ��7� ���� �������� �Æ�����0 ���� �������� ��5� ��� �%������ � 2" ������� 5���
��� ��!��'� � ��� �+������� ��0 �% �����2���

���C * ��5� ��!�� �������������� �% *������� 
��
�	 '�� �� ����� ����� ��� ����
�� �� '�� ��" �9
���> %� � �'�����C

�9	> @

�
� �% 	 ��� ��!� 2��� �� �
� �% 	 ��� 2��� ������� ��� �������� ����������� �'�2� �

Algorithm 10.1.4: %��� ��	�� &#'(�
	�� )+���
 +�,� -

$�!�C ��� � @ 1���3
%!��!�C ����������� �'�2���� �% �C !���+ 	 ��� �'�2� �9	>

��� @ �Q
!�
 ���� !���+ 	 �� �9	> @ �
!�
 ���� !���+ 	 �� 	! �9	> @ � ��� ���1	3

�
����#
� ���1	3
!�
 ���� ���� 1	� �3 ��

	! �9�> @ � ��� ���1�3

�� 	 �� ��5 � ���7 �� ��� ���� ��!�� �������� ��
�9	> @ ���Q ������� ��� 2" 

�� 	 �� ��5 ������� �� ��� ���� ��!�� �������� ��
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���C *������� 
��
�� '�� �� ����� ����� -� ������ �1
3 ���� �� ���� !���+ ���
�����

EXAMPLE

���C ���'� 
��
�$ ���'������ ��5 ��� �������� �'�2�� ��� ��� �% ���'� 
��
���

a

b

c

a

b

aa

b

f

c d

I[f]=6

I[c]=5 I[d]=4

a

e

a

b

I[b]=3 I[e]=2

I[a]=1

Figure 10.1.5 �.��#	�� �! ��� ��	�� �#'(�
	�� � ��
	�'�

FACTS

���C ;������ ��� !������ �� ��� �% ��������� 6���� ���� 1��6������ 
�3 �� � !����
����������� ����

���C ��?��B� �������� %� ����������� ��� 9����20  ;,��
> �� 2���� �� ���� ���
*������� 
��
�� �� � ������������� �% ��?��B� ���������

�� ���'����� ����0 ���'� 
��
�� ���5� � �%� ��� %� ���'� 
��
��� 4��� !���+ ��
��2����� 2" ��� ���� ��� 6���� �'�2�� �'2������� ���� 6���� �'�2� %�� � ��!��
��� ����������� �'�2� �% ���'� 
��
�$�

d,3

e,5

a,6

b,4

c,2

f,1

Figure 10.1.6 %��� ��	��  / �#'(�
	�� (/ ��	�� 	'���

���C *����� ���������� ����������� �'�2���� �������� 9D��	> 5�7� 2" ��������"
�������� � ��'��� ��� �������� ��������� � &'�'� �% ��'���0 �� 5��� �� ��� ��������
�% ���� !���+� -% ��� ��������� �� ��� ��������" �!����2�� ���� �������� ��� �� ���
5�7 ���� *������� 
��
��0 ����� �� ��7�� �5� ������ �!� ��� �����

���C ��� ��������� �%��� �������� ��%������� %�� ����� ����������� �'�2��
�� ��5�0 ����� �%�� �������� ���� ���� 1	� �3 � �� ��� ��� �% ���1	3� #���������
��%������� �� ��� �������� �������� �� ���� �����2���
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���C *� �� �+����� �'����� ���� ���� � �% � ��� � ��� � ����!��'�� ������ �9�>� =�
��� 6�� ��� ������� ���� �� � �� ����� ����� ��� ���� �� �� ��� 
9	> �� ��� ������ �%
� ������� ���� ������� �� 	� ����� !��'�� 
9	> ��� 2� ����'��� �� �!��� �����������
���0 '���� ��� ��'����


9	> @ ��+��� �9	� �> I 
9�> C 1	� �3 � ��

-� �� ���" �� ����%" ��� �� ����'���� ����� !��'���

��� �������� ��� ���!� ��� ������� ���� %�� ��� 
9 > !��'�� �� � ������ ����� ���
������ ���� ��� 2� %���� �% ��� 6�� ���� ����� � ������ %� ���� !���+ ����������
��� �'������ �� ��� ������� ����� ;������ ����� �� '��%'� �� ������� ���� �����'�����
������� ��� ������� ���� �� � ������ ���� �� J#����������

���C ������ ��������� ��� 2� '��� �� ����'���� ��� ������� ���� %�� � �� �0 �������
����� %�� � !���+ �0 ����

��"C (�� �������" ���� �� ���'������ ��5 ��� ������&'� �% �"����� ���������
��� 2� '��� �� ���!� ��2���� �� ����� �"����� ��������� �� 2���� �� ������
��'����� 9 ;,��
>�

EXAMPLE

���C ���'� 
��
�� ���'������ ��5 ��� �������� 6��� � ������� ���� �� � ���� 4����
�� ��2����� 5��� ���� ������0 ��� !������ �� ��2����� 5��� ���� 
9 > !��'��� ��� �������
���� ��������� �� ��� ������ 
9 > !��'�0 5���� �� $Q �� �� ��� '��� ���� %�� ��'��
�� ���7�

4

22

1 0

4

2

5

1

Figure 10.1.7 +����� ��� � ��
	�'�

10.1.4 Connectivity Properties

������6�� ����� �� ��� ������ �% ������ �� ����'���� ��5 ��� ��������!��" ���
%�������� ���� ������� �'!�"� ������� �% 
� ��� �� ��������!��"� -� ����� 5��� 
�
��������!��" �% ������� �����0 ��� ���� �+������ ����������!��" �% '�������� ������
����� ��������!��" ��������� �� ��������" �'� �� ��?�� 9����>� ���� ������� %����5�
��� �����2���� ��!�������� �% 9)���>0 5���� ������6�� ��� ��������� �� ��������� ���
������6�� �������� ����

Strong Components of a Directed Graph

-� ���� �������0 � @ 1���3 �� � ������� �����

DEFINITIONS

��"C �� �5� !������ � ��� 	0 � �		���� �� � ���� ������� �� � ��� ������ �� 	�



12 Chapter 10 Graph Searching

���C * ������� ���� � @ 1���3 �� ������� ������� �% %� �!�" �5� ��������
!������ � ��� 	0 ���� �� � �	����� ��� � 	�������

���C -� ������0 � ������� ���� 5��� ��� 2� ������" ���������� �'� ��� !������ ���
2� ���������� ���� 2���7� ���� �� ������" ���������0 �������� �� ���� ��6������C �5�
!������ � P 	 �� �� ��� ���� ����� ������� ���� �% ��� ���" �% ���" ��� ����
���� ����0 ����0 ���� �� � �	����� ��� � 	������� ���� ��6��� � �������� �% � ����� ��
�� �� �&'�!������ ��������

���C �� ��" ������� ����0 ���������� ���� � �� � !���+ ��!�� ��� ����� ���	
���� ����� ��� �������

���C * �������� �� � ������� ���� � �'�� ���� ���� ��� �% !������ �� ?����� 2"
�+����" ��� ����� ���� ������ � �'�� �2�� ��'������0 5��� ���� 1� �3 ��������
��� %��� ���� ���"�  2��� ���"� ��

FACTS

���C ;�� � 2� � �"��� �� � ���� �� *�� !������ �% � �� �� ��� ���� � �  ���������
��� !������ �% �"��� � �� � ������ !���+ "����� � ���� 5��� ��� ���� � ���� �� ��

���C ��� � ���� �� ��5�"� � ���� ���� %����5� %�� ���� 	
�

���C * ����������� �'�2���� �% ��� � ���� �% � ��'������ ��!�� � ��7��� �% ���
���"��� �� ��� 5�"0 ���� ���� �% ���"�  �� �� �� � 5��� ��5� ����������� �'�2�
���� �0 ���� ��� ��'������ �������� ��� ���� 1� �3 1��� 1�� 33� ��'� � �'�2�

 �������� ��� ���"�� ���� �� '��&'�!�����" �� ��� ��� ��� � ���" ��� 2��� ��� ����
���"��� � �'�2� � �������� ��� ��� ��� ���"�� � ���" ��� 2��� ��� ���� ���"��
�+���� ����� �� ��� 
0 ����

���C *�� ��� !������ �� � �"��� 2����� �� ��� ���� � � -� %��� ��� � ���� �� %����
2" ��������" ���������� �"����0 '���� �� �"��� �������

���C * ���7 � �� � !���+ �% ��� � ����� -� %��� ��� � B� �� ��� ��� ��� � B� �%
�� ��

���C ����� 	��	$ ?'���%" ��� %����5��� �������!�� �������� %� 6����� ��� � �����
-� ��������" �������� � �"��� � ������� � ���7�

���C J�+� 5� ������ � ���������� ������6�� ����� �������� %� 6����� ��� �����
���������� ��� ��� � ���� �% � ��!�� ������� �����

Algorithm 10.1.5: �
��� 0�'������

$�!�C ������� ���� � @ 1���3
%!��!�C ����� ���������� �% �

����� '���� � ��� �� !������C
��5 � �%� ���� � '���� � ���7 � � �"��� �� %�'��

���7 �C ��7 ��� �� �� � P ������ � %�� � P �
�"��� �C ������� ��� !������ �% �

;�7� *������� 
��
�	0 %� �Æ�����" ���� �������� ��5� � 2" ������� 5��� ��� ��!��'�
� ��� �+������� ��0 �% �����2���

���C ��� �������� ��� � ��5���!�� �������������� ���� 6��� ��� � ���� �� �����
���� 9)���>� ���7� �� ������� ������ �� *������� 
��
�	�  "���� �� ��������� '����
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� ����7 �� ������� � ��� ������ ����7 �� ��!� ��� 2�'������ �% ��������� !������
�� � �

���C ��� �������� �����!�� ���� � �� � ���7 �% ��� � ����� �� ��� � B� ��� 2�
�'�2��� �� ����������� ��� 2" ��� ������ �% *������� 
��
�	�

��"C ��� 6�� ���������� �������� %� ����� ���������� �� �'� �� ��?�� 9����>�
-� ����'��� � !��'� ������ � �! ���1	3 %� ���� !���+ 	� � �! ���1	3 �� ��� ��5����
�'�2��� !���+ 1�� �����3 �� 	B� � ���� �� �����2�� %�� 	 2" � ���� �% 1� �
���3 ��� ����� %����5�� 2" � 2��7 � ���� ���� 1� �! ���1	3 �&'��� 	 �% �� ������
�'�2��� !���+ ��� 2� ������3� ��� !������ 5��� � �! ���1	3 @ 	 �� ��� .����/ �%
��� ����� �����������

���C * ���� ���������� ����� ��������� �������� �� �'� �� ���� 9���
> ���
D����?' 1'��'2������Q ��� ���� 9 ;,��
>3� -� ���� � ������6�� �����0 %����5�� 2" �
������ ������6�� ����� �� ��� �!��� ����� ���� ��7�� ���� ����� � ��� 6�� �����
�����!�� 5���� !������ ��� ���� 5���� �����0 ��� ��� ������ ����� �����!�� 5����
!������ ��� 2� ������ 2" 5���� ������

EXAMPLES

���C ���'� 
��
�� ���5� � ������� ����0 ��� ���� ����� ����������0 ��� ��� � 
����� 4��� ����� ��������� �� ������" ����������

1

2 3

4

5 6

1

3
{2,4,5,6}

Figure 10.1.8 �
��� ��'������ �! � �	
���� �
����

*� ��������" ������������ �� ���� � ������" ��������� ���� ��� � <����������
�"���� ��� ��������� ��� �� $� �� ���'������ ���� ���� �� ��� ��5�"� �'��

���C ���'� 
��
�: ��!�� � �%� ��� �% ���'� 
��
��� 1�� 2���� ���'����� ��� ��������
� ��K���� �%� %�����'� 
��
�� �� '����3 4��� !���+ �� ��2����� 2" ��� ����� �'�2�
%����5�� 2" ��� ��5����� !��'��

1(1,1)

3(2,2)

4(4,3)

2(3,3)

5(5,3)

6(6,4)

Figure 10.1.9 �.��#	�� �! �
��� ��'����� � ��
	�'�



14 Chapter 10 Graph Searching

��"C �'����� 5� �'�2� ��� !������ �% �� �2���" ������� ���� 2" ������������"
�'�2���� ��� � ����0 ��� ���� ������� 6�� ��� !������ �� � �'�2� 
0 ����
��� !������ �� � �'�2� �0 ���� ��� ��?�����" ����+ �% ��� ���� 5��� ��5 !���+
�'�2�� �� '��� 2���7 �����'��� ���� �� 2���'�� �� ���� ���� %�� � ����� �'�2���
� �� � ��5� �'�2��� � � �� �������� ���'� 
��
�: ��!�� ��� ��?�����" ����+ 2���5�
-� �� '��� �����'�� �+���� %� ��� 2���7 ����������� �� � �"� 
� ���

a b d e c
a

e
d
b

c

0
0
0
0
0

1 1 1 1
0 0 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0 0

1
1

Figure 10.1.10 ����
 ( ��1 
	���# �
 ��2�����/ '�
	.�

���C 4+����� �� ���5� ��5 ��� � ���� �� '��� �� ����� '� ��������� �� �����
������� ��7� )�'����� �����������0 ����+ ��!�����0 6����� �����!��'��0 ���� ��� ��!��
����+# �� ��������� �� � ������� ����0 5��� ��� ����������� �� ���� 1�� �3� ���
��?�����" ����+ �% 4+����� �� �� �����'����0 ��� ��� 
 %� ���� ���� 1�� �3 �� �������
2" ��� !��'���� � ��� ��'����� 2���7 '��� �����'�� ����+ ��� ���� 6����� %� )�'�����
����������� ��� ���� �������� %� ���� ����+ ��������� 9<��:>�

���C ���'� 
��
�

 2���5 ���'������ ��� �+��'���� �% ��� �������� �� ��� ���� �%
���'� 
��
���

1

{2,4,5} {2,4,5}

1

6

1

2

4

5

{2,4,5}

{3} an SC

3

1

6

{2,4,5,6} an SC

1

{2,4,5,6}

{1} an SC

1

Figure 10.1.11 �.��#	�� �! �
��� ��'����� � ��
	�'�

���C ���'� 
��
�
� 2���5 ���5� � ��'������ ��� ��� � ����� #��"� � �� 6��0
���"�� "� 
� � �� �� ��� ��� ���0 ��� ���"� � �� �����

���C * (�7�! ����� �� �����!��	�� �% ��� ���� �% ��� 1���A��3 ��������� ��2�2�������
�� ������" ����������

REMARK

$�C ��� �������� �% ���� �
 �� !�" ������ �� ���� ��� �� ��!��� �� ���" ��+�2��7��
-� ��� 2� �������2�" ���5� ���� ��� ���� �5� ���������0 2���'�� �� ��7�� �5� ������
�!� ��� ���� ��� ��� ���� ����" �&'�������
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a

b c

ed

{a} {b,d,e} {c}

Figure 10.1.12 %�#
��'�� ��� 	� �0 �
����

Bridges and Cutpoints of an Undirected Graph

-� ���� ������� � @ 1���3 �� � ��������� '�������� �����

DEFINITIONS

���C * !���+ 	 �� �� ������� ������������ ����� �% �� 	 �� ��� ���������� *
���� �� ��������� �% �� ��� �� �'�������

���C * ��������� ������� �� � ��+���� �'2���� ���� ��� �� �'�������

���C *� ���� � �� � ������ �% �� � �� ��� ���������� *� ���� �� � 2���� �% ��� ���"
�% ��B� ��� �� ��" �"���� * ���� �� ���������� �% �� ��� �� 2������

���C ;�� $ 2� ��� ��� �% ��� 2����� �% �� ��� ������ �������� ����� �% � ��
��� ��������� ���������� �% �� $� 4&'�!������" � � �� ��� ���'��� �'2���� �� �
��+���� ��� �% !������0 ��" �% 5���� ��� ���� ��" ���� 5����'� ������� � 2�����

���C  ��������� ���� � �� � !���+ ��!�� � ���0 ��� ������ �����

��"C *� ��������� �% �� '�������� ���� ������� � '��&'� �������� �� ���� �����

���C * ������� ������� �% �� '�������� ���� � �� � �������� �'2���� �� 5����
�!�" !���+ ��� ����� �+����" 
�

TWO EXAMPLES

���C ���'� 
��
�
	 ���5� � ���� 5��� 	 2�����0 � �'�������0 ��� � 2����������
����������� -� ���'������ ���� �� ��� �% � 2���� �� � �'������ '����� �� ��� ����� ����
<�5�!�0 � �'������ ���� ��� 2� ��� ��� �% � 2�����
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1
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���C -% � ����'��������� ���5�7 1����0 -������3 ��� � 2����0 ���� ���7B� %���'�
����2��� ����'��������0 ����0 ���� �� ����� ���� ������ ���� �������� �� ���� ����� -%
��� ���5�7 ��� �� ����'������ �����0 ���� ����B� %���'� ���� ����2��� ����'���������

FACTS

���C *�� !������ �� � �"��� �� �� ��� ���� � � -� %��� ��� 2���� ��� �� %���� 2"
��������" ���������� �"�����

���C * !���+  �% ����� 
 
 �� � !���+ �% ��� 2���� ���� -� %��� ��� � B� �� ��
��� ��� � B� �% �� �

���C ����� �� ��� �	 ?'���%" ��� %����5��� ���� ��!�� �������� %� 6����� ��� 2�����
��� 2���� ���� -� ��� � ���������� �������������� ������ ��������� �� *�������

��
�$0 ��� ����� ��������� ��������� =� ���� ��� ���� !���+  �% � �%� ���� � ����
�� �%  ��� ����� 
 
�

Algorithm 10.1.6: �
	����

$�!�C ��������� '�������� ���� � @ 1���3
%!��!�C 2���� ���������� ��� 2����� �% �

����� '���� � ��� �� !������C
��5 � �%� ���� � '���� � �"��� �� %�'�� � � ���� ��� �� ������

�"��� �C ������� ��� !������ �% �
���� ��� C ��7 �� �� � � 

�%  ��� ����� 
0 ���� ��7 ��� ���� �� � 2���� 1�% �3

���C * ������ ���������� �������� 6��� ��� �'������� ��� 2���������� ����������
�% �� '�������� ���� 9)���>�

���C ��� ������� ���������� �%� �������� �% <����%� ��� ��?�� %� �'������� ���
2���������� ���������� 9����> �� 2���� �� ��� ���� �% ��5������ 1����� ���� ��3�

���� 5��� � �%� ��� � � *��'�� ���� ��� !������ �� �'�2��� �� �����!�" ��� ���
���� ���� !���+ �� ������6�� 5��� ��� �����!�" �'�2�� ��6��

� �! ���1	3 @ ����	� � �� C ���� 2��7 ���� ���� %�� � ���������� �% 	 �� ��

<����%� ��� ��?�� ��!�� ���� � �� 2���������� �% ��� ���" �%

1�3 !���+ 
 ��� �+����" ��� ����� 15���� �'�� 2� !���+ �3Q

1��3 � �! ���1�3 @ 
Q

1���3 ���� !���+ � � � ��� � �! ���1�3 � 	0 5��� 	 �� ��� ����� �% ��

��� �'������� ��!� � ������ ��������A������

;�5����� �� ���" �� ����'�� �� � 2������'� ���� �!� � 0 �����

� �! ���1	3 @ ����	� � �� �! ���1�3 C � � ����� �% 	� � �� C 1	� �3 � 2��7 �����

MORE EXAMPLES

���C ���'� 
��
�
� 2���5 ���'������ ��� �+��'���� �% ��� 2���� �������� �� ���
���� �% ���'� 
��
�
	�
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1

4

{5,...,10}

3

2

1

14

{11,12,13}

{1,...,10}

{14} a BC,

15

{15} a BC,

{11,12,13}

{1,...,10}

{11,12,13}

{11,12,13} a BC,

{1,...,10} a BC

{1,...,10} {1,...,10}

(14,12) a bridge (15,13) a bridge

(11,2) a bridge

{5,6,7}

8

Figure 10.1.14 �.��#	�� �! (
	��� � ��
	�'�

���C ���'� 
��
�
$ 2���5 ���'������ $�((	��3� %���
�' ���� � ��������� '����
����� ���� ��� � ������" ��������� ���������� �% ��� ���" �% �� �� 2�������� 9,�	:>�
-% ��� �% ��� ���A����� ����� �� �������0 ��7��� ��� ���� � 2����0 ���� ��� ���� ���
�� ������" ��������� �����������

Figure 10.1.15 ���	
���� �
��� ��� �
��� / �������� �
	���	���

���C 4�5	�3� %���
�' 9D��:> ������ ���� � '��&'� ��%��� �������� �'�� �������
� 2���� �% �� ���'� 
��
�
� ���5� � ���� 5��� � '��&'� ��%��� �������� � �������
����� �� ��5� ���!"� J��� ���� �������� ��� 2���� �% ��� �������� ��!�� ������
���� 5��� � '��&'� ��%��� ��������� ���� ���� ��� 2� '��� �� �Æ������" 6�� � '��&'�
��%��� �������� � ���5 �� ���� ��� �+��� 9)�D����
>�

Figure 10.1.16 6
��� �	� � #�	7#� ��
!�� '���	���

��"C 8�	��/3� � 	��	�� %���
�' ������ ���� � ���� �� ����� �% ��� ���" �%
���� 2���������� ��������� �� ����� 9=�	��>�

10.1.5 DFS as a Proof Technique

-� �������� �� 2���� � ��5�%'� ���������� ����0 ������6�� ����� ��� 2� '���
�� �����" ��!� ���" ������� �% ���� ����"� 1-�B� � ����" 5�" �� ����2� ���
������� ���O3 ���� �'2������� ��!�� ��!��� �+�������
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DEFINITIONS

���C * ����� ����� � ��� ��!� 2��� ������� ��� '�������� ������

���C * ��+�� ���� � �� ����������� �% �!�" ����� ��� �% !������ �� 	 ��� �
�	����� 5��� ��� ��� ������� ����� �������� �� ��� %�5�� ��������� 1��!���2����"
�� �&'�!����� �� ������������� �% � �� '�������� ��� �� ����� ������������� �% � ��
��������3

���C * ������ �� � ��+�� ���� �� �� '�������� ���� ���� �� � 2���� �% � 5���
���� ��������� �� �������

���C *� ��������� �% � ��+�� ���� ������� � '��&'� �������� �� ���� '��������
�����

EXAMPLES

���C ,�22���B� ������ ��� 2� ��!�� '���� ��� �������!�� 2���� �������� 1*����
���� 
��
��3 ��� ��� ����� ���������� �������� 1*������� 
��
�$3� =��� ��� � 
�������� �� �+��'��� �� � 2�������� ���� �0 �� ���� 5��� � ��������� �� � ������
!���+� �'� �% ��� � �������� ���� 5��� ��� ����� ���� ��������� �� � ������ !��
��+0 ���� ��� ������� ���� �� ������" ���������� �� ����� ��� ��!�� '�������� ����
� �� ��7� ��� �+��'���� �% ��� � �������� �� ��� ���������� ����� ��� �+��'����
�% ��� � �������� �� �� �� �� ���� ����� ����� ���� �+���� ��� �%� ���� � ��'��
����������� 1�� ��� � ��������3 �� ���" �� ��� ���� �� ��� � ���������

���� �� ���'������ �� ���'� 
��
�
�0 5���� ���5� ��5 � ������6�� ����� �+��'���
�� ��� '�������� ���� �% ���'� 
��
�
$ ��!�� ��� ���������� ���5� �� ���� 6�'��
4������ �����5 !������ �� ����������� �% ������� !�������

Figure 10.1.17 �!� �
��! �! $�((	��3� %���
�'�

���C ��� ���� ������� ��!�� � �������A����� �% ,�22���B� ������ 2" ������ ���
������� 9������> ���� � ��!���2�� ���� ��� � ������"���������� ���������� �% ���
���" �% �� ��� �� 2����� -� ��� 2� ��!�� '���� *������� 
��
�$0 5��� ��� ���7 '��
������� 2" � '�� %� � .
����7/0 ����0 � !���+ 5��� �� ���!��� ������� ���� ��� ���"
��� �������� '�������� �����

���C D��A��B� ������ ��� 2� ��!�� 2" �%� 9)��:>� =� ���'����� 2" ��!��� � ������
������� ����C � 2������� ���� 5��� � '��&'� ��%��� �������� ��� � !���+ �% ����� ����
��� ���� �� �� ��5 � �%� ���� � �5� ����� �� � ����0 ��������" ������ �� '��������
���� 1� �3 ��� ��� ������� ���� ���������� �� =��� ��� ���� ������ 2� �+������ ���
���� !���+ � ��� ����� 
� -% ��� � 2��7 ���� %�� � ������ �� �!�� ������ �"���0 5����
����� "���� ������ ��%��� �������� �� ���5� �� ���'� 
��
�
� 2���5�

* ���������� �%� �������� %� ������� �% � ��%��� �������� �� '��&'� �� ��!�� ��
9)�D����
>�

���C  !����"� #������ 9,�	�> ������ ���� ��" ��'������ ��� � <���������� ����0
����0 � ������ ���� ���'�� ��� ��� !������� ���� �� ���" �� ��� 2" �%�C ������� ��� !������
�� ��� �% ��������� 6���� ���� ��!�� � <���������� �����
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Figure 10.1.18 �!� �
��! �! 4�5	�3� %���
�'�

10.1.6 More Graph Properties

��� 2���� �������� �% ������6�� ����� 5�� ��!������ 2" <����%� ��� ��?�� ��
��������������� �� ���� ���� �% �� �Æ����� �������" ��������� ���� �'2������� �����
2" �'!�"��� ��� �������!�� ��������� �% ��� �������" ��������� -� ���� �'!�"� ����
�������� �������� ���� ��� 2� ������� 2" �Æ����� �%� ���������� ��� ������6��
��� ���"� � ������ ��� �� ��� ����� ����������

Planarity Testing

��� 6�� �������� ���������� �������� �� ������ 5����� � ��� � ���� �� ����� ��
�'� �� <����%� ��� ��?��� ���� �����" ��� �2!��'� ������������ �� ���� ��5���0
���'�� ��"�'�0 ���� ���� ������� ��!�� ��� �������!�� ������6�� ��������

DEFINITIONS

���C ;�� � 2� � 2���������� ���� 5��� � �"��� �� ��� ���� ��� � � �1�3 ��� 2�
���������� ���� � %����" �% �'2����� ������ ������� �� %����5�C

1�3 *� ���� ��� �� � ���� ?���� � !������ �% � �� � ��������

1��3 ��� �������� �������� ���� ������� �% � ��������� ��������� �% �� � 1�30
��'� ��� ����� ?������ ���� ��������� �� ��

���C �5� �������� %� � �% � �"��� � �� � ���� �������� ����� �% �� 1%3  � 1� 3 
� 1�3� � 	0 � �% ���� �� � �������� !������ �� 	� ��  ���� ���' ����� �"��� � 1���
���������" ������'��!��"3 �� ���� ��� �'�� ���� ��� � % ��� 	�  � � �

EXAMPLE

���C ���'� 
��
�
: 2���5 ���5� � �"��� � 1������3 5��� $ ��������� �������� %�
��� %� ��������0 ��� %� ��������� 5��� 2��� %� ��� %��

FACTS

���C �" =�����"B� �������� ������ 14+����� 	�30 ��� ��� ���� �������" 2" �������
���� 2���������� ��������� ��������"�

���C ��� ���� �������� ������� '��� 2" <����%� ��� ��?�� �� ��� %����5���
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 ��	�� ���'����

������ �% *'������ ��� #��� 9*'#��
>C � 2���������� ���� � �� ����� �% ���
���" �%

1�3 � � % �� ����� %� �!�" ������� %Q

123 ��� �������� ��� 2� ���������� ���� �5� %������� �'�� ���� �� �5� �������� ��
��� ���� %����" ���������

��� ��������" �% 2��� 1�3 ��� 123 �� ����� *� �'����� �% � �������� ���% �% ���� ������
�� ��!�� �� 94!�:>�

���C <�� �� ��� �!���� ��'��'� �% ��� �������� �% <����%� ��� ��?�� 9<�����>
5���� ������� �� ����� ���� 5����� � ��� � ���� �� ������ 4��� 2���������� ����
������ �� �������� ��������"�

* ������6�� �������� ��� �% ��� ��������� �� %�'���

* �"��� � �� ������0 ���������� �% � ���� �� ��� �%� ��� ��'� ��� 2��7 �����

���� �������� �� %�'��C

1�3 ���� 2��7 ����� ���� ?���� �5� !������ �% � �� � �������Q

1��3 ���� �������� ������� % �� ��������� 2" � !���+ � �� � 5���� �����
�� �� �� ��� ����� �% % �� ����� ����� 5��� �� ����� ��� �������� ����������
%�� �� 1�����6����"0 ���� ���'��� �� ��� ��� ���� ?������ � �� ��� �����0
��'� ��� ����� �% ��� �'2��� ����� �� �0 ��'� ��� 2��7 ����� ���� ?��� �5�
����������� �% � � ?��� � ���������� �% � 5��� � !���+ �% ��3

��� �������� �������� ���� ������� % ��'��!��"0 ����7��� ���� � � % �� �����
��� % ��� 2� ����� �� �� ��2������ �% ��� �'2����� �������� �� %�� 1��� �����
'��� ��� ���������� ��������3

��"C * �'�2� �% ���������� ����� �� '��� �� �����!� ����� ����� ��� � �! ���
!��'�� 1���� ��3 �� '��� �� �'��� ��� �����'����� �% �"���� �� -� %��� ��� .������
��5�����/ �� ���� '���� * ������ ������6�� ����� �� ���� %� �"��� ���������� ���
�������" �������� �� ��������0 2'� �� !�" %��� �� ��������
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Triconnectivity

<����%� ��� ��?�� ���5 ��5 �� 6�� ��� ����������� ���������� �� ����� ����
9<����	2>� ;�7� ���� �������" �������� ��� ������� �� 2���� �� ���������

DEFINITIONS

���C *� '�������� ���� �� ���������� �% �� �� ��������� ��� ������ �� 5����!�
��" �5� � %�5� !������ �� ��������

���C �5� !������ �� � 2���������� ���� %�� � ��������� ���� �% �������� ����
���!�� � ������������ �����

���� �� � ���'�� ��6������ �% ��� ���������� �������� �% � �����

EXAMPLE

���C -� ���'� 
��
�
: �2�!� ���� �� $ ��������� ����C �� "Q �� �Q 
� �Q �� � Q ���
&� '�

FACTS

���C ��� %����5��� ��������A����� �% ��� ��������� ���� �� ���" �� ��!�� ;�� � 2�
� 2���������� ���� 5��� � �"��� �� ;�� �� " 2� � ��������� ���� ���� � ��� " �����
2��� 2����� �� � � 2��� 2����� �� � ������ �������� (���!�0 �'����� � ��� "
2��� 2����� �� �� ���� �����

1�3 ���� ������� % ��� � 1%3  � 1�3 @ ��� "� � � 1%3Q �

123 � � ��� "� �������� �% �5� �������" �����0 ��� �� ������� �������� � !���+
�% 2��� ������

1��� �"�2�� .�/ ������� ���� ��� ������������3

���C ��� ����������!��" �������� ������� ��� ��������A����� �% ���� $
 ��'��!��"�
<����%� ��� ��?��B� ����������!��" �������� ����� ���������� ����� 5��� ���� ����
����" ���������

���C *����� '��%'� %��� �� ���� ��� �5� !������ �% � ��������� ��� �� ������
1��6������ 
�3�

Ear Decomposition and ��-numbering

DEFINITIONS

��"C *� ��� ��� ������������ �% �� '�������� ���� �� � �������� �% ��� �����
���� � ������ �"��� �� ��� ������ ����� ��� � � � � �� �'�� ���� %� ���� � � �0 �� �� ?�����
�� ��!��'� ����� ���" �� ��� 1� ��������3 ����0 ����0 � 1��3 � 1������3 �������� �% ��� �
���� �% ��� 1��� �������0 2'� ��� ��� ����0 �� �'� �� =�����"�3

���C ;�� 1�� �3 2� ��" ���� �% � 2���������� ����� *� ��	������� �'�2�� ���
!������ %�� 
 �� � �� ���� � �� �'�2��� 
0 � �� �'�2��� �0 ��� �!�" ���� !���+
��� 2��� � �������'�2��� �����2� ��� � ��5���'�2��� �����2��
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EXAMPLE

���C ���'� 
��
��� ���5� �� �� ������������� ���������� �% �"��� �� ��� ������
����� ��� � � � � �	� ��� 
$ !������ �� �'�2��� �� �� ����'�2���� 1����������� ��
��� �� �������������3�
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FACTS

���C =�����" 9=�	�2> ��!�� ���� �� '�������� ���� �� 2���������� �% ��� ���" �%
�� ��� �� ���� �� ��������������

���C *� �������� 2���� �� � �! ��� !��'�� ��� 2� '��� �� 6�� �� ���� �� ������
�������� �% � 2���������� ���� �� ����� ���� 1�������� �� 94!����>0 �����'�� ���
��� .�� �������������/ �� ��� '���3�

���C *� ���� �� ������������� 5��� 1�� �3 � �� ��� 2� '��� �� ��!� �� ����'�2����
�� ����� ���� 94!����>�

REMARK

$�C ����'�2���� �� ��� 2���� �% ��� ���������� �������" �������� �% ;�����0 4!��
���  ���2�'� 9;�4! ���>� -� �����'��� � ����� ��2������ 2" ��������" ������ �
!���+� (�� �������" �� ����� 5��� �� ��2������ �% ��� !���+ ��� ��� �������� ������
���� �� ��������" ���� ��� ����� �������� �� ��� ��+� !���+0 '������� ��� ��2�������
��� !������ �� ����� �� �������

$�C 4� ������������� �� ������" ������ �� ������6�� ������ *� ���� �� ��������
������ ��� 2� %�'�� �Æ������" �� ������� ����'��� 5��� ���� �'�2�� �% ��������Q
��� ���� ������ 2� ���� %� ����� � ������6�� ������ 4Æ����� ������� ��������� %�
2�� ��� ����������!��" ��� �������" �� 2���� �� �� ������������� 9,�:	>�

Reducibility

DEFINITIONS

���C * ��������� $�� ����� �� � ������� ���� 5��� � �������'����� !���+ (0
��� ����� ������0 ���� ��� ���� �!�" !���+�
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���C * 8�5 ���� �� ��������� �% �� ��� 2� ����%���� ���� ��� ������ !���+ ( 2" �
��&'���� �% ��������� �% ��� %����5��� �"��C

�% 1	� �3 �� ��� ���" ���� ������� � ��� �% � �@ (0 ���� ������� ���� 1	� �3 ��
!���+ 	�

1��� ���������� �������� ������� ������� ����� ��� ���%�������3

���C =� ��6�� � ��2��� �� ���� ��'��'�� ���� ����� �� ���" �%� ��������� 1���
���� �����+��3� * '��!��� �% � �������� �� ��!��� ��� ��2��� �� �� �������� �
�������� � �% ���� '��!��� ���� �����

-�������" ���� ������� %��� � ��������� ��� �% ��

#������� � �� '������ 2" ��� �������� ��� �1)�$30 5���� ������� �5� ���� )
��� $ �% � 2" ���� '���� ) �$�

* ������ �������� ���
13 ����'��� ��� ���� �% ��� ��� �'����" ����������
������� �

��� ���	������ ������� �� �� ������ � ��&'���� �% � ������+�� !�� ��� ��

����������

EXAMPLE

���C ���'� 
��
��
 ���5� �� ���'��2�� 8�5 ����� -� %���0 ���� 8�5 ���� ��!�� �
%�2����� �'2���� ��������A����� �% ��'��2���"C � 8�5 ���� �� ��'��2�� �% ��� ���"
�% �� ���� ��� ������� � �'2���� ���������� �% � !������ (� �� "� � 15��� ( ��� � ��"
�������� 2'� ����5��� ��� !������ �� ��������3 ?����� 2" !���+ ���?���� ����� %�� (
�� �0 � �� "0 � �� �0 " �� � ��� � �� "�

r

a

b c

Figure 10.1.21 :

��#�	( � ;�� �
����

REMARK

$�"C ���5 ����� ����� ��� ��'��'� �% ����'�� ������� *�" ����� 5����'�
����B� ��� � ��'��2�� 8�5 ����� (��" ������� %� ���� ������A����� 1����0 �����������
������ �'2�+��������0 ������%"��� ����!� !���2���0 6����� '������ ��6�������0 ����3
������ �� ��� ���� 2���� ��'��2�� 9*���E���>�

FACTS

��� ������� ����� �% � ���������� ��'��2����" �������� �% ��?�� 9�����> %� 8�5
����� �� � �%��'������ �% ��'��2����"� -� ���'��� ��� ��&'���� �% ����������� ����
��'�� �� �� ��� ���� !���+� �� ���� !���+ � �� � �%� ��� �% � 8�5 ����0 5� ��6��

�1�3 @ �	 C ���� �� � ������ 	������ ������ 5��� � 2��7 ���� 1�� �3�
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���C 9�����> * 8�5 ���� �� ��'��2�� �% ��� ���" �% �!�" ��� �1�3 �������� ���" �%
����������� �% ��

���C 9�����> *��'�� ���� ��� !������ �% ��� 8�5 ���� �� ����+�� 2" �����
�'�2�� ;�� � 2� ��� ������ !���+ 1�� �����3 5��� �� ������� 2��7 ����� �'�����
���� �1�3 �������� ���" �% ����������� �% �� -% 5� ������� ��� !������ �% �1�3 ����
!���+ �0 ���� ��� ��5 ���� �� ��'��2�� �% ��� ���" �% ��� ������� 5���

���C ���� $� �����6�� � ��&'���� �% ����������� ���� �'2��������� ��� ��'��2����" �%
� ����� ��� ���� �1�3 ��� 2� ����'��� �����" 2" �������� ����� �� ��� 2��75���
��������0 ������� �� �� -% � ������������� �% � �� �!� ������0 ���� ��� ���� �� ���
��'��2��� ��� �Æ����� ����������� ���� �% ���� 
� �� '����

��"C ��� ����������� ��%���� 2" ��� �������� ������ ��� !���+ ��� �% ��� �����
*� ��� ����� ��� !������ �% ��� �'��� ���� %�� � �������� �% ��� ������� !���+ ����
���� �������� �� �����'����� 2" ��� !�� ��� �� ��������� 1��6������ ��3�

���C ��� 2��� 7��5� �������� %� ���������� �� 2���� �� ��� ��������� 5�������
'���� ��� ���� ���������� '���� ��?�� ���5�� ���� ���� �������� ���!�� ��� ����
������ ��2��� �� ���� �1�*1���33� <�� * �� �� ��!��� �% *�7�����B� %'������
��� �� !�" ���5�" ��5��� 9���$0  ;,��
>�

���C )�2�5 ��� ��?�� 9)����$> ���5�� ���� � ������� ���� �% ��� ���������� ��2�
��� ��� 2� ���!�� �� ����� ����� E���� ���� ������� ���� ����������7�� ��� ��'��2����"
�������� '� �� ����� �����

���C �'����� ��� !������ �� �'�2��� �� �����!�" ���� -% 	 � � ���� ��" 	������
�������� � ������ ������� �% 	 ��� � 9����>� ���� �����" ����� �� 2��� �������
��� '�������� ������

EXAMPLE

���C ���'� 
��
��� ���5� � ������6�� �������� ��� �% � 8�5 ���� 5��� ��� !������
��2����� 2" �����!�" �'�2�� *�" ���� %�� !���+ $ �� !���+ � ������ ���'�� ���
� 2��� �% ��� ������ �������� �% $ ��� �0 ����0 !������ 
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Two Directed Spanning Trees

DEFINITIONS

���C -� � 8�5 ����0 �� (	���� �� � ������� �������� ��� ����� �� ���� !���+ (�
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���C  ������ � �%� ��� 5��� ��� (� 4��� 1	� �3 �� � ���������� ������ �� � 8�5
���� �% �!�" (������ ����'��� 1	� �3�

EXAMPLE

��"C -� ���'� 
��
��
 ���� 1(� �3 �� � 2����� �'��������� �� ��!�� � ���� 5��� �
��������?���� (����� 1��� ������� ����� (� �� "� � ��� (� �� �� "3�

FACTS

 ������ � �%� ��� 5��� ��� (� �� ��" !���+ � ��6��

�1�3 @ �	 C ���� �� � ������ 	������ ���������� ���" ����������� �% ��

 ����" ��� ���� �% ���� ��6������ ���� �� � 2��7 ���� �� � 1'����� 	 @ �3� J��� ���
��������" 5��� ���� $��

���C * 8�5 ���� ��� �5� ��������?���� (����� �% ��� ���" �% ���� !���+ 	 �@ ( ��� �5�
��������?���� ����� (	������ 1����� ��6������ ��3� ���� �� � ������� ���� �% %�����"�
������� #������ 5���� �� ��� ���� ��������� �������A�� %�� � �� ��" + � �
94���>�

���C * 8�5 ���� ��� � ��������?���� (����� �% ��� ���" �% ���� �� �� 2������

���C ��?�� ������� � ���������� �������� �� 6�� � ��������?���� (����� �% ���"
�+��� 9�����>� (�� �������" �� �� �2���" 8�5 ���� ��� �������� 6��� � (�����
���� ������� ��� %�5��� �����2�� �'�2� �% ������ ������ ��� ��� ������ ��2���
�� ���!�� 2" ������%"��� ��� 2����� ��� �'��������� ���� �% ����� ���� ��!�� � ����
5��� � ��������?���� (����� 1���� �$3�

���C -� ���� �% �%�0 �� ���� 1	� �3 �� � 2���� �% ��� ���" �% 1	� �3 �� � ��� ���� ��� ��
��� ���" ���� ������� �1�3� ��?��B� �������� ������6�� ��� 2����� '���� ������&'��
������ �� ��� ��'��2����" ���������  ���'���� ��� ���� �� ��� ��!��!���

���C ��� �������� ��%��� ���������� �� 7��� ���7 �% ��� ��������� !������0 ��
�� ��� ��'��2����" ��������� *� �� ���� �������� ��� ���� ��'��'� �% 9)����$> ��
'��� �� �����!� ����� �����

Dominators

DEFINITIONS

���C -� � 8�5 ���� 5��� ���� !���+ (0 !���+ 	 �������� !���+ � �@ 	 �% �!�"
(������ �������� 	�

���C ��� ��������� �������� �% �0 ������� �
 �1�30 �� � !���+ 	 ���� �����
����� � �'�� ���� �!�" ���� �������� �% � ��������� 	�

���C ��� �������� ���� �� � ��� � 5���� ����� �� ��� !������ �% �� ��� ���
�% � �� ��� ���� !���+ (� ��� ����� �% � !���+ 	 �@ ( �� �
 �1	3�

��"C ��� ������ �������� �% � ���� �� ��� ��� !������ �+���� ��� ����������

���C  ������ � �%� ��� 5��� ��� (� �� �!�" !���+ � �@ (0 ��� ������������
�% �0 �
 �1�30 �� ��6��� 2"

�
 �1�3 @ ����	 C ���� 	������ ��� ��� ��� ������� !������ � ��
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EXAMPLE

���C ���'� 
��
��	 ���5� ��� �������� ��� %� ��� ���� �% ���'� 
��
���� J���
���� !���+ � ���� ��� �������� 	 2���'�� �% ���� 
� �� �� �� $� 	� ��� ���� !���+ 
 ��
��� ������������ �% �!�" !���+ �+���� �5�C �
 �1�3 @ �0 �
 �1�3 @ �� *����'��
!���+ 
 �� ��� ��������� �������� �% � �� �� ��� ��� ������������ �% ��
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FACTS

���C ��� 2���� �������� �% ��������� �� �'� �� ;�5" ��� (�����7 9;�(��:>C
4!�" !���+ �+���� ( ��� � '��&'� ��������� ��������� ���� ?'���6�� ��� ������ �%
�������� ���� * !���+ 	 ��������� � �% ��� ���" �% 	 �� � ���� ������� �% � ��
��� �������� ����

��"C ;����'� ��� ��?�� 9;����:> ��!� �� �Æ����� �������� �� 6�� ��� ��������
��� � � -� �� � �6������ �% �� ����� �%� �������� �% ��?�� 9����2>�

���C �� ��" !���+ �0 �
 �1�3 �� � ���� ������� �% �� ���� %����5� %�� ���� �	�

������������� �� '��%'� 2���'�� �% ��� ��+� �5� %���� ��!�� 2" ;����'� ��� ��?��C

���C ��7� ��" !���+ � �@ (� ;�� � 2� � !���+ 5��� �����'� !��'� �
 �1�3 �����
��� !������ �� ��� ��� ���� %�� �
 �1�3 �� �0 �+��'���� �
 �1�3� ����

�
 �1�3 @

�
�
 �1�3 �% �
 �1�3 @ �
 �1�3
�
 �1�3 ����5���

���C ������������� ��� 2� ����'��� 2" � ��'��!� ��6������C

�
 �1�3 @����	 C 1	� �3 �� ����� �

��
 �1�3 C � � � ��� ���� ���� ���� %�� � ���������� �% � �� ��

1J��� ��� ��������" 5��� � �! ��� �� ���� ���3

���C ��� �������� �% ;����'� ��� ��?�� 9;����:> ����'��� ������������� '��
��� ���� �	 �� � 2��75��� ���� 1����0 � �� ���������3� ���� �� ����'��� ���������
��������� '���� ���� �� �� � %�5��� �����

���C ��� ���� %� ��� �������� ���1�*1���33� *� �������������� �% ���� ��������
�� ����� ���� �� �������� �� 9*�<�;���::>�

10.1.7 Approximation Algorithms

������� ����� �������� �'2����� 5��� �������6�� ��������!��" �������� �� '�'�
���" � ��Æ�'�� 1J#����3 ��2���� �� �+�����0 6����� � 2�������� �������� �'2����
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5��� ��� %�5��� �����2�� �'�2� �% ����� �� J#����� 1��� ����� �� ���� ���� �'2����
�������� � ����� �% ��� ���" �% ���� �� � <���������� �"����3

������6�� ����� ��� 2��� '��� �� ������ ���� ����+������� ��������� %� �'��
��Æ�'�� ��2����� <�� ��� ���� �� �� 6�� � �'2���� ���� ��� ��� ��� ������ ��������
�+���� ���� ������� �% ��!��� ��� %�5��� �����2�� �'�2� �% �����0 �� �� 5����� � �����
�������� %���� �% ���� ����� ���� ������� �'!�"� ��� '�� �% ������6�� ����� �� ����+�
������� ��������� %� ��������!��" ��������� ���� �%� ����+������� ��������� ��
�'!�"�� �� 9D�:�>�

DEFINITIONS

���C  ������ �� ������A����� ��2��� ���� ���7� �� 6�� � �������� %����2�� ���'����
��� � *� *	������������ ��������� �� � ���"����������� �������� ���� �� �'��
������ �� 6�� � ���'���� �% ��A� �� ���� *���� � 9 ;,��
>� �� ��� ���� ��2���� �%
���� �������0 ��� ��A� �% ��� ���'���� �� ��� �'�2� �% ������

���C ��� �������� ���������� ����� �������� �% � ��������� 2�������� '����
����� ���� �� � 2�������� �������� �'2���� 5��� ��� �����'� �����2�� �'�2� �%
������

���C *� '�������� ���� �� +	���� ������� �% �� �� ��������� ��� ������ ��
5��� ��" ��� �% %�5� ���� + ����� �� �������� ���� ������� ��7�� ���� ����� %� �
�'�������� * +	%��� �� � +����� ��������� �������� �'2����Q ��� ���� �� ���'���
�� 2� +����� ���������� �� � 2�������� �������� �'2���� �� � ��4 ��� * ��������
+	%��� ��� ��� %�5��� �����2�� �'�2� �% ������ ��� ��5 �� ������� �% .��������
2�������� �������� �'2����/0 5� '�� ��� ����� �&'�!����� �������0 .�������� ��
4 ��/�

ALGORITHM

*���+������� ��������� %� ��� �������� ��4 �� �� �' 6�� ������� * ������+��
������ ��� 2� �������� %�� *������� 
��
�� �� � �������%�5�� 5�"� D�'��� ���
G���7�� 9D�G�:�> 5�� ��� 6�� �� �� 2�"��� ����� ���" �������� �� ������� �%�
�������� 2���� �� � .��� ��!���/ '���� ��� �%� ���� ��� %����5��� ����6������ �%
*������� 
��
�� �� � �����2���� ������������� �% ���� ���������

Algorithm 10.1.7: �'�  �� ���0�� <��
�.	'�	��

$�!�C 2�������� '�������� ���� � @ 1���3
%!��!�C ���� ��� � � �0 � 	�������+������� �� ��� �������� ��4 ��

� @ 	
����� '���� � ��� 
 !���+C

��5 � �%� ���� � '���� ��� ��������  ��� ��� �����2�� 2�������� �� �
��� � 2� ��� �����2� �%  ������� �� ��� ���� �% �
��� � 2� ��� �"��� %���� 2" ���� 1� �3 P ����� �% �
��� ��� ����� �% � �� �
������� ��� !������ �% �

EXAMPLE

���C ���'� 
��
��� 2���5 ��!�� � ������ �+��'���� �% ��� ��������� ��� ��!�� ����
�� ��� ��� � <���������� �"���0 �� ��� �������� ��4 �� ��� � ������
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��� �������� ��5� ��� ������6�� ���� �% ����� ����� ���5� �� ��� ������0 �����
��� %�� (� -� ���� ���� ��� ������ ������

* �"����� ���� �������� �� ���'������ �� ��� 2����� ����0 5��� ��� �������
�����5 !���+ �� ��� ���������� �% ��� ���� !������ �� ��� �����

*� � ��������� �0 ��� ��������B� ���'���� ��������� 	��� �����C � ����� ����� ���
��� ������ ������ �� ��� ����+������ ���� ��������� 	���

r

r

Figure 10.1.24 �'�  �� ���0�� ���
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	�'�

FACTS

)��� ����+������� ��������� �&'�� ���� ��5� 2�'��� �� ��� ��A� �% ��� �����'�
���'����� =� ����"A� ���� �������� '���� � ��5� 2�'����

���C ��� ������ &���� ���� ��"� ���� ��" ��4 �� ��� �� ����� � ������ ����
��'��� %�� ��� %��� ���� �!�" !���+ �'�� ��!� ����� �� ����� ��

���C ��� ������ &���� ���� ��"� ���� �% *������� 
��
�� �������� � �"����0
���� ��" ��4 �� ��� �� ����� �� ����� 9D�G�:�>� �� ��� ���� ���  2� �� �������� �% �
��!��� � ���������� �� ��� ��������� *�" ��4 �� �������� � � ����� ���!��� � �����
����� �������� �� ��� ���������� ��������� �� 5� ��� ����� ���� ��'���� %� �!�"
����������0 ������� � ��5� 2�'�� �% �� ������

���C *������� 
��
�� �� � 	�� ����+�������� ���� %����5� 2���'�� ��� ���� ��� �
�������� �% � � 
 ����� %�� ����� � ��� � ����� ���� ��'�� ������������ -% ��� ��
��� ���� ��� �% � ��4 ��0 ���� ���� � � � 1����� ;�5� ��'��3 ��� ���� ��� � �
1 �!��� ;�5� ��'��3� ��'� �� � � 	���� ����

���C G������ ��� G���� 9G�G���> ������ � ��	�����+������� �������� %� ���
�������� ��4 ��� ���� �������� �� 2���� �� ��� ���� �% ����� � ������6�� ����� �% �2�
?���� �% ��� ����0 �����6����" �"���� ��� ������ -� '��� ���'������ &���� ����C
*�" ��4 �� ��� �� ����� �� ���" ����� �� � �������� �������� �'2���� 5��� �!�"
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